
1 
 

РАЦИОНАЛ ФУНКЦИЯЛАРДЫ ИНТЕГРАЛДАУ 

Жай рационал бөлшектер 

І.  
𝐴

(𝑥 − 𝑎)𝑛
 . 

Мысалы, 𝑛 = 1 болсын 

∫
𝐴

𝑥 − 𝑎
𝑑𝑥 = 𝐴 𝑙𝑛|𝑥 − 𝑎| + 𝐶. 

МЫСАЛ. Анықталмаған 

интегралдарлы табыңыз: 

1) ∫
𝑑𝑥

2𝑥 + 7
=

1

2
𝑙𝑛|2𝑥 + 7| + 𝐶. 

2) ∫
𝑑𝑥

1 − 4𝑥
= −

1

4
𝑙𝑛|1 − 4𝑥| + 𝐶. 

 

ІІ.
𝑀𝑥+𝑁

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)2
; 𝑛 = 1,2, . .. мұндағы А, М, N, a,p, q - нақты сандар, 𝑝2 − 4𝑞 < 0. 

МЫСАЛ. ∫
𝑑𝑥

𝑥2+4𝑥+10
 интегралын есептейік. 

∫
𝑑𝑥

𝑥2 + 4𝑥 + 10
=

|

|

𝑥2 + 4𝑥 + 10
2𝑏 = 4 ⟹

𝑏 = 2  ⟹  𝑏2 = 4
 

(𝑥2 + 4𝑥 + 4) − 4 + 10 =

= (𝑥 + 2)2 + 6

|

|
= ∫

𝑑𝑥

(𝑥 + 2)2 + 6
= 

= ∫
𝑑𝑥

(𝑥 + 2)2 + (√6)2
=

1

√6
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑥 + 2

√6
+ 𝐶. 
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4-ТАПСЫРМА. Анықталмаған интегралды есептеңіз. 
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Бұрыс рационал-бөлшек функцияның бүтін бөлігін бөліп алу 

ІІІ. Егер 
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 бөлшегінің 𝑃(𝑥) көпмүшелігінің дәрежесі 𝑄(𝑥) 

көпмүшелігінің дәрежесінен үлкен болса, онда 𝑃(𝑥) көпмүшелігін 𝑄(𝑥) 

көпмүшелігіне бөліп 𝑆(𝑥) бүтін бөлігін бөліп алу керек: 

𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
= 𝑆(𝑥) +

𝑃1(𝑥)

𝑄(𝑥)
 , 

мұндағы 
𝑃1(𝑥)

𝑄(𝑥)
 дұрыс рационал функция, оны жай бөлшектерге жіктеуге болады. 

Онда: 

dx
xQ

xP
dxxSdx

xQ

xP
 

)(

)(
)(

)(

)( 1
. 

МЫСАЛ. ∫
𝑥2+2

𝑥2+1
𝑑𝑥 интегралды есептеңіз. 

Шешуі. Интегралданатын рационал-бөлшек функция тең дәрежелі бұрыс 

бөлшек: 

∫
𝑥2 + 2

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 = ∫

𝑥2 + 1 + 1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 = ∫ 1𝑑𝑥 + ∫

1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 = 𝑥 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝐶. 

МЫСАЛ. ∫
𝑥3

𝑥2+9
𝑑𝑥 интегралды есептеңіз. 

Шешуі. Интеграл астында бұрыс бөлшек берілген, сондықтан 𝑥3 

көпмүшелігін 𝑥3 + 9𝑥 көпмүшелігіне бөліп, бүтін бөлігін бөліп аламыз: 

 𝑥3 𝑥2 + 9 

 𝑥3 + 9𝑥 𝑥    

       −9𝑥  

Онда аламыз: 

𝑥3

𝑥2 + 9
= 𝑥 +

−9𝑥

𝑥2 + 9
. 

Осыдан 

∫
𝑥3

𝑥2 + 9
𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑑𝑥 − 9 ∫

𝑥

𝑥2 + 9
𝑑𝑥 =

𝑥2

2
−

9

2
𝑙𝑛|𝑥2 + 1| + 𝐶. 
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5-ТАПСЫРМА. Анықталмаған интегралды есептеңіз. 
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Дұрыс рационал бөлшектерді интегралдау 

Дұрыс рационал бөлшектерді интегралдаудың үш жағдайларын 

қарастырайық: бөлімінің түбірлері нақты және әртүрлі, бөлімінің түбірлері 

нақты кейбіреуі еселі, бөлімінің кейбір түбірлері комплекс сандар. 

Интегралдарды есептеу барысында анықталмаған коэффициенттер 

әдісін қолданамыз.  

1) Бөлімінің түбірлері нақты және әртүрлі 

МЫСАЛ. ∫
9−5𝑥

(𝑥−1)(𝑥−2)(𝑥−3)
𝑑𝑥 интегралды есептеңіз. 

Шешуі. Анықталмаған коэффициенттер әдісін қолданамыз, ол үшін 

берілген интегралданатын функцияны жай бөлшектерге жіктейміз: 

9 − 5𝑥

(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 3)
=

𝐴

𝑥 − 1
+

𝐵

𝑥 − 2
+

𝐶

𝑥 − 3
 . 

Бөлімінің түбірлері 𝑥 = 1; 𝑥 = 2; 𝑥 = 3 тең. Енді ортақ бөлімге келтіріп, 

алымдарын теңістіріп, қарастырамыз: 

9 − 5𝑥 = 𝐴(𝑥 − 2)(𝑥 − 3) + 𝐵(𝑥 − 1)(𝑥 − 3) + 𝐶(𝑥 − 1)(𝑥 − 2). 

𝒙 = 𝟏 тең болғанда 

9 − 5 ∙ 1 = 𝐴(1 − 2)(1 − 3) + 𝐵(1 − 1)(1 − 3) + 𝐶(1 − 1)(1 − 2), 

4 = 2𝐴, яғни 𝐴 = 2. 

𝒙 = 𝟐 тең болғанда 

9 − 5 ∙ 2 = 𝐴(2 − 2)(2 − 3) + 𝐵(2 − 1)(2 − 3) + 𝐶(2 − 1)(2 − 2), 

−1 = −𝐵, яғни 𝐵 = 1. 

𝒙 = 𝟑 тең болғанда 

9 − 5 ∙ 3 = 𝐴(3 − 2)(3 − 3) + 𝐵(3 − 1)(3 − 3) + 𝐶(3 − 1)(3 − 2), 

−6 = 2𝐶, яғни 𝐶 = −3. 

Сонымен 

9 − 5𝑥

(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 3)
=

2

𝑥 − 1
+

1

𝑥 − 2
−

3

𝑥 − 3
 . 

Берілген интеграл: 

∫
9 − 5𝑥

(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 3)
𝑑𝑥 = ∫

2𝑑𝑥

𝑥 − 1
+ ∫

𝑑𝑥

𝑥 − 2
− ∫

3𝑑𝑥

𝑥 − 3
= 

= 2𝑙𝑛|𝑥 − 1| + 𝑙𝑛|𝑥 − 2| − 3𝑙𝑛|𝑥 − 3| + 𝐶 = 𝑙𝑛 |
(𝑥 − 1)2(𝑥 − 2)

(𝑥 − 3)3
| + 𝐶. 

2) Бөлімінің түбірлері нақты кейбіреуі еселі 



6 
 

МЫСАЛ. ∫
𝑥2𝑑𝑥

(𝑥+2)(𝑥−1)2
 интегралды есептеңіз. 

Шешуі. Интегралданатын функция дұрыс рационал бөлшек, себебі 

алымының үлкен дәрежесі 2-ге тең, ал бөлімінің үлкен дәрежесі 3-ке тең. 

Бөлімінің бір жай 𝑥 = −2 және екі еселі 𝑥 = 1 түбірлері бар. Анықталмаған 

коэффициенттер әдісін қолданамыз, ол үшін интегралданатын функцияны жай 

бөлшектерге жіктейміз: 

𝑥2

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)2
=

𝐴

𝑥 + 2
+

𝐵

𝑥 + 1
+

𝐶

(𝑥 − 1)2
 . 

Енді ортақ бөлімге келтіріп, алымдарын салыстырамыз: 

𝑥2 = 𝐴(𝑥2 − 2𝑥 + 1) + 𝐵(𝑥 − 1)(𝑥 + 2) + 𝐶(𝑥 + 2), 

𝑥2 = 𝐴𝑥2 − 2𝐴𝑥 + 𝐴 + 𝐵𝑥2 + 𝐵𝑥 + 2𝐵 + 𝐶𝑥 + 2𝐶. 

𝑥2:    𝐴 + 𝐵 = 1; 

𝑥1 :    − 2𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 0; 

𝑥0:    𝐴 + 2𝐵 + 2𝐶 = 0. 

Алынған жүйені шешіп, анықталмаған коэффициенттерді табамыз: 

𝐴 =
4

9
, 𝐵 =

5

9
,   𝐶 =

1

3
. 

 Берілген интегралды шешеміз: 

∫
𝑥2𝑑𝑥

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)2
=

4

9
∫

𝑑𝑥

𝑥 + 2
+

5

9
∫

𝑑𝑥

𝑥 − 1
+

1

3
∫

𝑑𝑥

(𝑥 − 1)2
= 

=
4

9
𝑙𝑛|𝑥 + 2| +

5

9
𝑙𝑛|𝑥 − 1| −

1

3(𝑥 − 1)
+ 𝐶. 

3) Бөлімінің кейбір түбірлері комплекс сандар 

МЫСАЛ. ∫
𝑑𝑥

𝑥(𝑥2+1)
 интегралды есептеңіз. 

Шешуі. Бөлімінің  𝑥 = 0 - жай және комплекс 

𝑥2 + 1 = 0 ⟹ 𝑥2 = −1 ⟹ 𝑥 = ±𝑖 

түбірлері бар. Анықталмаған коэффициенттер әдісін қолданамыз, ол үшін 

интегралданатын функцияны жай бөлшектерге жіктейміз: 

1

𝑥(𝑥2 + 1)
=

𝐴

𝑥
+

𝐵𝑥 + 𝐶

𝑥2 + 1
 . 

Енді ортақ бөлімге келтіріп, алымдарын салыстырамыз: 

1 = 𝐴(𝑥2 + 1) + (𝐵𝑥 + 𝐶)𝑥     ⟹     1 = 𝐴𝑥2 + 𝐴 + 𝐵𝑥2 + 𝐶𝑥 

𝑥2:    𝐴 + 𝐵 = 0; 
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𝑥1:    𝐶 = 0; 

𝑥0:    𝐴 = 1. 

Алынған жүйені шешіп анықталмаған коэффициенттерді табамыз: 

𝐴 = 1, 𝐵 = −1,   𝐶 = 0. 

 Берілген интегралды шешеміз: 

∫
𝑑𝑥

𝑥(𝑥2 + 1)
= ∫

1

𝑥
𝑑𝑥 − ∫

𝑥𝑑𝑥

1 + 𝑥2
= 𝑙𝑛|𝑥| −

1

2
𝑙𝑛|1 + 𝑥2| + 𝐶 = 𝑙𝑛 |

𝑥

√1 + 𝑥2
| + 𝐶. 
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6-ТАПСЫРМА. Анықталмаған интегралды есептеңіз. 
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